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Îáùàß õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû
Àêòóàëüíîñòü òåìû. Âûðîæäàþùèåñß è ñèíãóëßðíûå ýëëèïòè÷åñêèå
óðàâíåíèß çàíèìàþò âàæíîå ìåñòî â ñîâðåìåííîé òåîðèè äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè. Îíè íàõîäßò øèðîêîå ïðè-
ìåíåíèå ïðè ðåøåíèè ìíîãèõ çàäà÷ ïðèêëàäíîãî õàðàêòåðà, â èõ ÷èñëå
çàäà÷è ãàçîâîé äèíàìèêè, òåîðèè îáîëî÷åê, òåîðèè óïðóãîñòè, ìåõàíèêè
ñïëîøíîé ñðåäû. Êðàåâûå çàäà÷è äëß òàêèõ óðàâíåíèé îáëàäàþò òîé îñî-
áåííîñòüþ, ÷òî èíîãäà íà ãðàíèöå îáëàñòè, ãäå ïðîèñõîäèò âûðîæäåíèå,
ãðàíè÷íîå óñëîâèå íå ñòàâèòñß èëè ãðàíè÷íîå óñëîâèå ñòàâèòñß ñ íåêîòî-
ðîé âåñîâîé ôóíêöèåé.
Óðàâíåíèß ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà, ïî îäíîé èëè íåñêîëüêèì ïåðåìåííûì









, k > 0
è èõ ðåøåíèß èùóòñß â êëàññå ÷åòíûõ ïî ýòèì ïåðåìåííûì ôóíêöèé, È.À.
Êèïðèßíîâûì áûëè íàçâàíû Býëëèïòè÷åñêèìè.








È.À. Êèïðèßíîâ ñîçäàë òåîðèþ âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâ, êîòîðàß âïîñëåä-
ñòâèè áûëà ïðèìåíåíà ê èçó÷åíèþ êðàåâûõ çàäà÷ äëß Býëëèïòè÷åñêèõ
óðàâíåíèé ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèßìè íà íåõàðàêòåðèñòè÷åñêîé ÷àñòè ãðà-
íèöû. Íà õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ÷àñòè ñòàâèëèñü îäíîðîäíûå óñëîâèß òèïà
óñëîâèé ÷åòíîñòè.
Í.Ð. Ðàäæàáîâ ïîñòðîèë ïîâåðõíîñòíûå ïîòåíöèàëû ïðîñòîãî è äâîé-
íîãî ñëîåâ è ïðèìåíèë èõ ê èññëåäîâàíèþ êðàåâûõ çàäà÷ äëß óðàâíå-
íèß (1) ïðè óñëîâèßõ, êîãäà íåõàðàêòåðèñòè÷åñêàß ÷àñòü ãðàíèöû åñòü
ïîâåðõíîñòü Ëßïóíîâà è îáðàçóåò ñ ãèïåðïëîñêîñòüþ xp = 0 ïðßìîé óãîë.
À.Þ. Ñàçîíîâ îáîáùèë äàííûå ðåçóëüòàòû íà îáùèå ëèíåéíûåBýëëèïòè-
÷åñêèå óðàâíåíèß ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè ïðè òåõ æå îãðàíè÷å-
íèßõ íà íåõàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ÷àñòü ãðàíèöû îáëàñòè.
À.Ø. Õèñìàòóëëèí èññëåäîâàë îñíîâíûå êðàåâûå çàäà÷è äëß ñëåäóþ-



















= 0, 0 < α < 1, y ≥ 0.
Âîïðîñû î ñóùåñòâîâàíèè è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèé îñíîâíûõ êðàå-
âûõ çàäà÷ äëß ìíîãîìåðíûõ âûðîæäàþùèõñß Býëëèïòè÷åñêèõ óðàâíå-
íèé äî ïîñëåäíåãî âðåìåíè îñòàâàëèñü îòêðûòûìè.
Äàííàß äèññåðòàöèîííàß ðàáîòà ïîñâßùåíà èññëåäîâàíèþ êðàåâûõ çà-



























































ãäå 0 < α < 1, p ≥ 3.
Öåëü ðàáîòû. Ïîñòàíîâêà êðàåâûõ çàäà÷ äëß óðàâíåíèé (2)(5) è
äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèß èõ åäèíñòâåííîãî ðåøåíèß.
Ìåòîäû èññëåäîâàíèß. Ïðèìåíßþòñß ìåòîäû êëàññè÷åñêîé òåîðèè
ïîòåíöèàëà, òåîðèè ôóíêöèé äåéñòâèòåëüíîé ïåðåìåííîé, äèôôåðåíöè-
àëüíûõ è èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé.
Íàó÷íàß íîâèçíà. Â äèññåðòàöèè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå íîâûå ðåçóëü-
òàòû.
1. Ïîñòðîåíû ôóíäàìåíòàëüíûå ðåøåíèß âûðîæäàþùèõñß ìíîãîìåð-
íûõ Býëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé (2)(5).
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2. Èçó÷åíû îñíîâíûå ñâîéñòâà ðåøåíèé âûøåóêàçàííûõ óðàâíåíèé, â
÷àñòíîñòè, ïðèíöèï ìàêñèìóìà è èõ ïîâåäåíèå ïðè xp → 0.
3. Äàíû ïîñòàíîâêè êðàåâûõ çàäà÷ äëß âûøåóêàçàííûõ óðàâíåíèé è
äîêàçàíû òåîðåìû î åäèíñòâåííîñòè èõ ðåøåíèß.
4. Ïîñòðîåíû ïîòåíöèàëû ïðîñòîãî è äâîéíîãî ñëîåâ è èññëåäîâàíû èõ
îñíîâíûå ñâîéñòâà, â ÷àñòíîñòè, äîêàçàíû òåîðåìû î ïðåäåëüíûõ çíà-
÷åíèßõ ïîòåíöèàëîâ äâîéíîãî ñëîß è êîíîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé ïî-
òåíöèàëîâ ïðîñòîãî ñëîß íà ãðàíèöå îáëàñòè.
5. Äîêàçàíû òåîðåìû î ñóùåñòâîâàíèè ðåøåíèß êðàåâûõ çàäà÷ äëß âû-
øåóêàçàííûõ óðàâíåíèé ìåòîäîì ïîòåíöèàëîâ.
Òåîðåòè÷åñêàß è ïðàêòè÷åñêàß çíà÷èìîñòü. Äàííàß ðàáîòà íîñèò
òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëß äàëü-
íåéøåé ðàçðàáîòêè òåîðèè êðàåâûõ çàäà÷ äëß íåêîòîðûõ âûðîæäàþùèõ-
ñß Býëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé, à òàêæå íàéòè ïðèëîæåíèå â îñåñèììåò-
ðè÷åñêèõ çàäà÷àõ òåîðèè ïîòåíöèàëà, ïðèìåíßåìûõ ïðè ðåøåíèè ìíîãèõ
âàæíûõ âîïðîñîâ ïðèêëàäíîãî õàðàêòåðà.
Àïðîáàöèß ðàáîòû. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû îáñóæäà-
ëèñü íà ñåìèíàðàõ êàôåäðû ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà Òàòàðñêîãî ãîñó-
äàðñòâåííîãî ãóìàíèòàðíîïåäàãîãè÷åñêîãî óíèâåðñèòåòà (ðóêîâîäèòåëü
 ïðîôåññîð Ìóõëèñîâ Ô.Ã.). Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû äîêëàäûâà-
ëèñü íà Ñåäüìîé Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè "Àêòóàëüíûå ïðîáëåìû
ñîâðåìåííîé íàóêè" (Ñàìàðà, 2006), Âîñüìîé ìåæäóíàðîäíîé Êàçàíñêîé
ëåòíåé íàó÷íîé øêîëåêîíôåðåíöèè "Òåîðèß ôóíêöèé, åå ïðèëîæåíèß è
ñìåæíûå âîïðîñû" (Êàçàíü, 2007), Øåñòîé Âñåðîññèéñêîé íàó÷íîé êîí-
ôåðåíöèè "Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå è êðàåâûå çàäà÷è" (Ñàìàðà,
2009), Äåñßòîé ìåæäóíàðîäíîé Êàçàíñêîé ëåòíåé íàó÷íîé øêîëå-êîíôå-
ðåíöèè "Òåîðèß ôóíêöèé, åå ïðèëîæåíèß è ñìåæíûå âîïðîñû" (Êàçàíü,
2009), Âòîðîé Âñåðîññèéñêîé íàó÷íî-ïðàêòè÷åñêîé êîíôåðåíöèè, ïîñâß-
ùåííîé ïàìßòè Â.Ô. Âîëêîäàâîâà (Ñàìàðà, 2009), íàó÷íî-ïðàêòè÷åñêèõ
èòîãîâûõ êîíôåðåíöèßõ ïðè êàôåäðå ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà Òàòàðñêî-
ãî ãîñóäàðñòâåííîãî ãóìàíèòàðíîïåäàãîãè÷åñêîãî óíèâåðñèòåòà.
Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ àâòîðà
[1][11].
Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû. Äèññåðòàöèß ñîñòîèò èç ââåäåíèß, ÷å-
òûðåõ ãëàâ, ðàçáèòûõ íà 29 ïàðàãðàôîâ, è ñïèñêà ëèòåðàòóðû. Îáúåì




Âî ââåäåíèè äàåòñß îáçîð ëèòåðàòóðû ïî âîïðîñàì, ñâßçàííûì ñ òåìîé
äèññåðòàöèè, à òàêæå êðàòêî èçëàãàþòñß îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòà-
öèè.
Ïóñòü E++p  ÷àñòü xp > 0, xp−1 > 0 pìåðíîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà
òî÷åê; Ω  êîíå÷íàß îáëàñòü â E++p , îãðàíè÷åííàß ãèïåðïîâåðõíîñòüþ Γ
è ÷àñòßìè Γ0 è Γ1 ãèïåðïëîñêîñòåé xp−1 = 0 è xp = 0 ñîîòâåòñòâåííî;
Ωe = E
++




= o(1) ïðè xp−1 → 0.
Â ïåðâîé ãëàâå äîêàçûâàåòñß ñóùåñòâîâàíèå åäèíñòâåííîãî ðåøåíèß
îñíîâíûõ êðàåâûõ çàäà÷ äëß âûðîæäàþùåãîñß Býëëèïòè÷åñêîãî óðàâíå-
íèß ïåðâîãî ðîäà (2).
Â §1 âûâîäßòñß ïåðâàß è âòîðàß ôîðìóëû Ãðèíà äëß îïåðàòîðà LB.
Â §2 ñòðîèòñß ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèß (2).
Â §3 äàåòñß èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèß óðàâíåíèß (2).
Â §4 èçó÷àþòñß íåêîòîðûå ñâîéñòâà ðåøåíèé óðàâíåíèß (2), â òîì ÷èñëå
äîêàçûâàåòñß òåîðåìà î ïðèíöèïå ìàêñèìóìà.
Â §5 äàþòñß ïîñòàíîâêè îñíîâíûõ êðàåâûõ çàäà÷ äëß óðàâíåíèß (2) è
äîêàçûâàåòñß åäèíñòâåííîñòü èõ ðåøåíèé. Ñòàâßòñß ñëåäóþùèå êðàåâûå
çàäà÷è.
Âíóòðåííßß çàäà÷à Äèðèõëå (Çàäà÷à Di). Òðåáóåòñß íàéòè ôóíê-
öèþ u(x), óäîâëåòâîðßþùóþ óñëîâèßì:





LB [u(x)] = 0, x ∈ Ω,
u (x) = o (1) ïðè xp → 0,
u|Γ = ϕ(ξ), ξ ∈ Γ, ϕ(ξ) ∈ C (Γ) .
Âíåøíßß çàäà÷à Äèðèõëå (Çàäà÷à De). Òðåáóåòñß íàéòè ôóíêöèþ
u(x), óäîâëåòâîðßþùóþ óñëîâèßì:





LB [u(x)] = 0, x ∈ Ωe,
u(x) = o(1) ïðè xp → 0,
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u (x) = O
((
ρ20
)−( γ−22 + m+42(m+2))) ïðè |x| → ∞, γ = p+ k,








Âíóòðåííßß çàäà÷à Íåéìàíà (Çàäà÷à Ni). Òðåáóåòñß íàéòè ôóíê-
öèþ u(x), óäîâëåòâîðßþùóþ óñëîâèßì:





LB [u(x)] = 0, x ∈ Ω,
u(x) = o(1) ïðè xp → 0,
A [u] |Γ = ψ(ξ) , ξ ∈ Γ, ψ(ξ) ∈ C (Γ) ,










n  âíåøíßß íîðìàëü ê ãðàíèöå Γ.
Âíåøíßß çàäà÷à Íåéìàíà (Çàäà÷à Ne). Òðåáóåòñß íàéòè ôóíêöèþ
u(x), óäîâëåòâîðßþùóþ óñëîâèßì:





LB [u(x)] = 0, x ∈ Ωe,
u(x) = o(1) ïðè xp → 0,
u (x) = O
((
ρ20
)−( γ−22 + m+42(m+2))) ïðè |x| → ∞,
A [u] |Γ = ψ(ξ) , ξ ∈ Γ, ψ(ξ) ∈ C (Γ) .
Â §6 ñ ïîìîùüþ ôóíäàìåíòàëüíîãî ðåøåíèß E(x;x0) óðàâíåíèß (2)









Èçó÷àþòñß ñâîéñòâà ýòèõ ïîòåíöèàëîâ è, â ÷àñòíîñòè, äîêàçûâàþòñß
òåîðåìû î ïðåäåëüíîì çíà÷åíèè ïîòåíöèàëîâ íà ãðàíèöå Γ îáëàñòè Ω.
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Òåîðåìà 1. Ïóñòü Γ  ïîâåðõíîñòü Ëßïóíîâà è îáðàçóåò ñ ãèïåð-
ïëîñêîñòßìè xp−1 = 0 è xp = 0 ïðßìûå óãëû. Òîãäà ïðè ν ∈ C(Γ) èìåþò








ãäå Wi(x0) è We(x0) îçíà÷àþò ïðåäåëüíûå çíà÷åíèß ïîòåíöèàëà W (x) â
òî÷êå x0 ∈ Γ ïðè x→ x0 ñîîòâåòñòâåííî èçíóòðè è èçâíå ãðàíèöû Γ, à
W (x0)  ïðßìîå çíà÷åíèå ïîòåíöèàëà W (x) â òî÷êå x0 ∈ Γ. Çäåñü x0 ∈ Γ
 ôèêñèðîâàííàß òî÷êà ãðàíèöû Γ, ν0 = ν(x0).
Òåîðåìà 2. Ïóñòü Γ  ïîâåðõíîñòü Ëßïóíîâà è îáðàçóåò ñ ãèïåð-
ïëîñêîñòßìè xp−1 = 0 è xp = 0 ïðßìûå óãëû. Òîãäà ïðè µ ∈ C(Γ) èìåþò
ìåñòî ñëåäóþùèå ïðåäåëüíûå ñîîòíîøåíèß:
Ax0 [V (x0)]i =
µ0
2
+ Ax0 [V (x0)],
Ax0 [V (x0)]e = −
µ0
2
+ Ax0 [V (x0)],
ãäå Ax0 [V (x0)]i è Ax0 [V (x0)]e  ïðåäåëüíûå çíà÷åíèß êîíîðìàëüíîé ïðî-
èçâîäíîé ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîß â òî÷êå x0 ∈ Γ ñîîòâåòñòâåííî èç-
íóòðè è èçâíå ãðàíèöû Γ, µ0 = µ(x0), à Ax0 [V (x0)]  ïðßìîå çíà÷åíèå
êîíîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîß.
Â §7 ïîñòàâëåííûå êðàåâûå çàäà÷è ñâîäßòñß ê èíòåãðàëüíûì óðàâíå-
íèßì Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà.
Â §8 ïðîâîäèòñß èññëåäîâàíèå ïîëó÷åííûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé,
äîêàçûâàåòñß îäíîçíà÷íàß ðàçðåøèìîñòü ïîñòàâëåííûõ çàäà÷.
Òåîðåìà 3. Åñëè Γ  ïîâåðõíîñòü Ëßïóíîâà è îáðàçóåò ñ ãèïåðïëîñ-
êîñòßìè xp−1 = 0 è xp = 0 ïðßìûå óãëû, òî çàäà÷à Di äëß ýòîé ïîâåðõ-
íîñòè ðàçðåøèìà ïðè ëþáûõ íåïðåðûâíûõ ãðàíè÷íûõ äàííûõ è ðåøåíèå
ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîß.
Òåîðåìà 4. Åñëè Γ  ïîâåðõíîñòü Ëßïóíîâà è îáðàçóåò ñ ãèïåðïëîñ-
êîñòßìè xp−1 = 0 è xp = 0 ïðßìûå óãëû, òî çàäà÷à Ne äëß ýòîé ïîâåðõ-
íîñòè ðàçðåøèìà ïðè ëþáûõ íåïðåðûâíûõ ãðàíè÷íûõ äàííûõ è ðåøåíèå
ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîß.
Òåîðåìà 5. Åñëè Γ  ïîâåðõíîñòü Ëßïóíîâà è îáðàçóåò ñ ãèïåðïëîñ-
êîñòßìè xp−1 = 0 è xp = 0 ïðßìûå óãëû, òî çàäà÷à De äëß ýòîé ïîâåðõ-
íîñòè ðàçðåøèìà ïðè ëþáûõ íåïðåðûâíûõ ãðàíè÷íûõ äàííûõ è ðåøåíèå
ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîß.
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Òåîðåìà 6. Åñëè Γ  ïîâåðõíîñòü Ëßïóíîâà è îáðàçóåò ñ ãèïåðïëîñ-
êîñòßìè xp−1 = 0 è xp = 0 ïðßìûå óãëû, òî çàäà÷à Ni äëß ýòîé ïîâåðõ-
íîñòè ðàçðåøèìà ïðè ëþáûõ íåïðåðûâíûõ ãðàíè÷íûõ äàííûõ è ðåøåíèå
ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîß.
Âî âòîðîé ãëàâå äîêàçûâàåòñß ñóùåñòâîâàíèå åäèíñòâåííîãî ðåøåíèß
îñíîâíûõ êðàåâûõ çàäà÷ äëß ñàìîñîïðßæåííîãî âûðîæäàþùåãîñß Býë-
ëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèß (3).
Â §1 ñòðîèòñß ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèß (3).
Â §2 âûâîäßòñß ïåðâàß è âòîðàß ôîðìóëû Ãðèíà äëß îïåðàòîðà EαB.
Â §3 äàåòñß èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèß óðàâíåíèß (3).
Â §4 èçó÷àþòñß íåêîòîðûå ñâîéñòâà ðåøåíèé óðàâíåíèß (3), â òîì ÷èñëå
äîêàçûâàåòñß òåîðåìà î ïðèíöèïå ìàêñèìóìà.
Â §5 äàþòñß ïîñòàíîâêè îñíîâíûõ êðàåâûõ çàäà÷ äëß óðàâíåíèß (3) è
äîêàçûâàåòñß åäèíñòâåííîñòü èõ ðåøåíèé. Ñòàâßòñß ñëåäóþùèå êðàåâûå
çàäà÷è.
Âíóòðåííßß çàäà÷à Äèðèõëå (Çàäà÷à Di). Òðåáóåòñß íàéòè ôóíê-
öèþ u(x), óäîâëåòâîðßþùóþ óñëîâèßì:





EαB [u(x)] = 0, x ∈ Ω,
u (x) = o (1) ïðè xp → 0,
u |Γ = ϕ(ξ) , ξ ∈ Γ, ϕ(ξ) ∈ C (Γ) .
Âíåøíßß çàäà÷à Äèðèõëå (Çàäà÷à De). Òðåáóåòñß íàéòè ôóíêöèþ
u(x), óäîâëåòâîðßþùóþ óñëîâèßì:





EαB [u(x)] = 0, x ∈ Ωe,
u (x) = o (1) ïðè xp → 0,
u (x) = O
((
ρ20
)−( γ−22 + 4−3α2(2−α))) ïðè |x| → ∞, γ = p+ k,









Âíóòðåííßß çàäà÷à Íåéìàíà (Çàäà÷à Ni). Òðåáóåòñß íàéòè ôóíê-
öèþ u(x), óäîâëåòâîðßþùóþ óñëîâèßì:






EαB [u(x)] = 0, x ∈ Ω,
u(x) = o(1) ïðè xp → 0,
A [u] |Γ = ψ(ξ) , ξ ∈ Γ, ψ(ξ) ∈ C (Γ) ,










n  âíåøíßß íîðìàëü ê ãðàíèöå Γ.
Âíåøíßß çàäà÷à Íåéìàíà (Çàäà÷à Ne). Òðåáóåòñß íàéòè ôóíêöèþ
u(x), óäîâëåòâîðßþùóþ óñëîâèßì:





EαB [u(x)] = 0, x ∈ Ωe,
u (x) = o (1) ïðè xp → 0,
u (x) = O
((
ρ20
)−( γ−22 + 4−3α2(2−α))) ïðè |x| → ∞,
A [u] |Γ = ψ(ξ) , ξ ∈ Γ, ψ(ξ) ∈ C (Γ) .
Â §6 ñ ïîìîùüþ ôóíäàìåíòàëüíîãî ðåøåíèß E(x;x0) óðàâíåíèß (3)









Èçó÷àþòñß ñâîéñòâà ýòèõ ïîòåíöèàëîâ è, â ÷àñòíîñòè, äîêàçûâàþòñß
òåîðåìû î ïðåäåëüíîì çíà÷åíèè ïîòåíöèàëîâ íà ãðàíèöå Γ îáëàñòè Ω.
Òåîðåìà 7. Ïóñòü Γ  ïîâåðõíîñòü Ëßïóíîâà è îáðàçóåò ñ ãèïåð-
ïëîñêîñòßìè xp−1 = 0 è xp = 0 ïðßìûå óãëû. Òîãäà ïðè ν ∈ C(Γ) èìåþò








ãäå Wi(x0) è We(x0) îçíà÷àþò ïðåäåëüíûå çíà÷åíèß ïîòåíöèàëà W (x) â
òî÷êå x0 ∈ Γ ïðè x → x0 ñîîòâåòñòâåííî èçíóòðè è èçâíå ãðàíèöû Γ ,
à W (x0)  ïðßìîå çíà÷åíèå ïîòåíöèàëà W (x) â òî÷êå x0 ∈ Γ.
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Òåîðåìà 8. Ïóñòü Γ  ïîâåðõíîñòü Ëßïóíîâà è îáðàçóåò ñ ãèïåð-
ïëîñêîñòßìè xp−1 = 0 è xp = 0 ïðßìûå óãëû. Òîãäà ïðè µ ∈ C(Γ) èìåþò
ìåñòî ñëåäóþùèå ïðåäåëüíûå ñîîòíîøåíèß:
Ax0 [V (x0)]i =
µ0
2
+ Ax0 [V (x0)],
Ax0 [V (x0)]e = −
µ0
2
+ Ax0 [V (x0)],
ãäå Ax0 [V (x0)]i è Ax0 [V (x0)]e  ïðåäåëüíûå çíà÷åíèß êîíîðìàëüíîé ïðî-
èçâîäíîé ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîß â òî÷êå x0 ∈ Γ ñîîòâåòñòâåííî èç-
íóòðè è èçâíå ãðàíèöû Γ, µ0 = µ(x0), Ax0 [V (x0)]  ïðßìîå çíà÷åíèå êî-
íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîß.
Â §7 ïîñòàâëåííûå êðàåâûå çàäà÷è ñâîäßòñß ê èíòåãðàëüíûì óðàâíå-
íèßì Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà.
Â §8 ïðîâîäèòñß èññëåäîâàíèå ïîëó÷åííûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé,
÷òî ïðèâîäèò ê ñëåäóþùèì òåîðåìàì.
Òåîðåìà 9. Åñëè Γ  ïîâåðõíîñòü Ëßïóíîâà è îáðàçóåò ñ ãèïåðïëîñ-
êîñòßìè xp−1 = 0 è xp = 0 ïðßìûå óãëû, òî çàäà÷à Di äëß ýòîé ïîâåðõ-
íîñòè ðàçðåøèìà ïðè ëþáûõ íåïðåðûâíûõ ãðàíè÷íûõ äàííûõ è ðåøåíèå
ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîß.
Òåîðåìà 10. Åñëè Γ  ïîâåðõíîñòü Ëßïóíîâà è îáðàçóåò ñ ãèïåð-
ïëîñêîñòßìè xp−1 = 0 è xp = 0 ïðßìûå óãëû, òî çàäà÷à Ne äëß ýòîé
ïîâåðõíîñòè ðàçðåøèìà ïðè ëþáûõ íåïðåðûâíûõ ãðàíè÷íûõ äàííûõ è ðå-
øåíèå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîß.
Òåðåìà 11. Åñëè Γ  ïîâåðõíîñòü Ëßïóíîâà è îáðàçóåò ñ ãèïåðïëîñ-
êîñòßìè xp−1 = 0 è xp = 0 ïðßìûå óãëû, è ïðè ýòîì âûïîëíßåòñß óñëî-
âèå ∫
Γ
ψ (ξ) ξkp−1dξ = 0,
òî çàäà÷à Ni äëß ýòîé ïîâåðõíîñòè ðàçðåøèìà ïðè ëþáûõ íåïðåðûâ-
íûõ ãðàíè÷íûõ äàííûõ è ðåøåíèå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïîòåíöèà-
ëà ïðîñòîãî ñëîß.
Òåðåìà 12. Åñëè Γ  ïîâåðõíîñòü Ëßïóíîâà è îáðàçóåò ñ ãèïåðïëîñ-
êîñòßìè xp−1 = 0 è xp = 0 ïðßìûå óãëû, òî çàäà÷à De îäíîçíà÷íî ðàç-












Â òðåòüåé ãëàâå èññëåäóþòñß êðàåâûå çàäà÷è äëß âûðîæäàþùåãîñß
Býëëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèß âòîðîãî ðîäà (4).
Â §1 ñòðîèòñß ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèß (4).
Â §2 âûâîäßòñß ïåðâàß è âòîðàß ôîðìóëû Ãðèíà äëß îïåðàòîðà EB,
äàåòñß èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèß äàííîãî óðàâíåíèß.
Â §3 èçó÷àþòñß ñâîéñòâà ðåøåíèé óðàâíåíèß (4), â òîì ÷èñëå äîêàçû-
âàåòñß, ÷òî ëþáîå ðåøåíèå óðàâíåíèß (4) â îáëàñòè Ω èç C2B(Ω) ∩ C1(Ω) ñ
ãðàíè÷íûìè äàííûìè èç Cmγ(Γ) ïðèíàäëåæèò ê êëàññó Cmγ(Ω), ãäå Cmγ( )










ïðè xp → 0, γ = p+ k.
Â §4 äàþòñß ïîñòàíîâêè êðàåâûõ çàäà÷ äëß óðàâíåíèß (4) è äîêàçûâà-
åòñß åäèíñòâåííîñòü èõ ðåøåíèé. Ñòàâßòñß ñëåäóþùèå êðàåâûå çàäà÷è.
Âíóòðåííßß çàäà÷à DE (Çàäà÷à DEi). Òðåáóåòñß íàéòè ôóíêöèþ
u(x), óäîâëåòâîðßþùóþ óñëîâèßì:





EB [u] = 0, x ∈ Ω,
u|Γ = f(ξ), f(ξ) ∈ Cmγ (Γ) .
Âíåøíßß çàäà÷à DE (Çàäà÷à DEe). Òðåáóåòñß íàéòè ôóíêöèþ u(x),
óäîâëåòâîðßþùóþ óñëîâèßì:
























Âíóòðåííßß çàäà÷à NE (Çàäà÷à NEi). Òðåáóåòñß íàéòè ôóíêöèþ
u(x), óäîâëåòâîðßþùóþ óñëîâèßì:





EB [u] = 0, x ∈ Ω,
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Aξ[u]|Γ = ϕ(ξ), ξ ∈ Γ, ϕ(ξ) ∈ Cmγ (Γ) ,












íàß, n  âíåøíßß íîðìàëü ê ãðàíèöå Γ.
Âíåøíßß çàäà÷à NE (Çàäà÷à NEe). Òðåáóåòñß íàéòè ôóíêöèþ u(x),
óäîâëåòâîðßþùóþ óñëîâèßì:














ïðè ρ0 →∞ è xp > 0,
Aξ[u]|Γ = ϕ(ξ), ξ ∈ Γ, ϕ(ξ) ∈ Cmγ (Γ) .
Â §5 ñ ïîìîùüþ ôóíäàìåíòàëüíîãî ðåøåíèß E(x;x0) óðàâíåíèß (3)









Èçó÷àþòñß ñâîéñòâà ýòèõ ïîòåíöèàëîâ è, â ÷àñòíîñòè, äîêàçûâàþòñß
òåîðåìû î ïðåäåëüíîì çíà÷åíèè ïîòåíöèàëîâ íà ãðàíèöå Γ îáëàñòè Ω.
Òåîðåìà 13. Ïóñòü Γ  ïîâåðõíîñòü Ëßïóíîâà è îáðàçóåò ñ êîîðäè-
íàòíûìè ãèïåðïëîñêîñòßìè xp−1 = 0 è xp = 0 ïðßìûå óãëû. Òîãäà åñëè








ν (x0) +W (x0),
ãäå Wi(x0) è We(x0) îçíà÷àþò ïðåäåëüíûå çíà÷åíèß ïîòåíöèàëà äâîéíîãî
ñëîß W (x) â òî÷êå x0 ∈ Γ ïðè x → x0 ñîîòâåòñòâåííî èçíóòðè è èçâíå
Γ, à W (x0)  ïðßìîå çíà÷åíèå ïîòåíöèàëà W (x) â òî÷êå x0 ∈ Γ.
Òåîðåìà 14. Ïóñòü Γ  ïîâåðõíîñòü Ëßïóíîâà è îáðàçóåò ñ ãèïåð-
ïëîñêîñòßìè xp−1 = 0 è xp = 0 ïðßìûå óãëû. Òîãäà åñëè ïëîòíîñòü
13
µ (ξ) ∈ Cmγ (Γ), òî äëß êîíîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî
ñëîß ñïðàâåäëèâû ïðåäåëüíûå ñîîòíîøåíèß:
Ax0 [V (x0)]i =
1
2
µ (x0) + Ax0 [V (x0)],
Ax0 [V (x0)]e = −
1
2
µ (x0) + Ax0 [V (x0)],
ãäå Ax0 [V (x0)]i è Ax0 [V (x0)]e  ïðåäåëüíûå çíà÷åíèß êîíîðìàëüíîé ïðî-
èçâîäíîé ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîß â òî÷êå x0 ∈ Γ ïðè x→ x0 ñîîòâåò-
ñòâåííî èçíóòðè è èçâíå Γ, à Ax0 [V (x0)]  ïðßìîå çíà÷åíèå êîíîðìàëü-
íîé ïðîèçâîäíîé ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîß.
Â §6 ïîñòàâëåííûå êðàåâûå çàäà÷è ñâîäßòñß ê èíòåãðàëüíûì óðàâíå-
íèßì Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà. Èññëåäîâàíèå ïîëó÷åííûõ èíòåãðàëüíûõ
óðàâíåíèé ïðèâîäèò ê ñëåäóþùèì òåîðåìàì.
Òåîðåìà 15. Ïóñòü Γ  ïîâåðõíîñòü Ëßïóíîâà è îáðàçóåò ñ êîîðäè-
íàòíûìè ãèïåðïëîñêîñòßìè xp−1 = 0 è xp = 0 ïðßìûå óãëû. Òîãäà äëß
ýòîé ïîâåðõíîñòè ïðè ϕ(ξ) ∈ Cmγ (Γ) ðàçðåøèìà çàäà÷à NEe è åå ðåøåíèå
ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîß.
Òåîðåìà 16. Ïóñòü Γ  ïîâåðõíîñòü Ëßïóíîâà è îáðàçóåò ñ êîîð-
äèíàòíûìè ãèïåðïëîñêîñòßìè xp−1 = 0 è xp = 0 ïðßìûå óãëû. Òîãäà
äëß ýòîé ïîâåðõíîñòè ïðè f(x) ∈ Cmγ (Γ) ðàçðåøèìà çàäà÷à DEi è åå
ðåøåíèå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîß.
Òåîðåìà 17. Ïóñòü Γ  ïîâåðõíîñòü Ëßïóíîâà è îáðàçóåò ñ êîîð-
äèíàòíûìè ãèïåðïëîñêîñòßìè xp−1 = 0 è xp = 0 ïðßìûå óãëû. Òîãäà
äëß ýòîé ïîâåðõíîñòè ïðè f(x) ∈ Cmγ (Γ) ðàçðåøèìà çàäà÷à DEe è åå
ðåøåíèå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîß.
Òåîðåìà 18. Ïóñòü Γ  ïîâåðõíîñòü Ëßïóíîâà è îáðàçóåò ñ êîîðäè-
íàòíûìè ãèïåðïëîñêîñòßìè xp−1 = 0 è xp = 0 ïðßìûå óãëû. Òîãäà äëß
ýòîé ïîâåðõíîñòè ïðè ϕ(ξ) ∈ Cmγ (Γ) ðàçðåøèìà çàäà÷à NEi è ðåøåíèå
ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîß.
Â ÷åòâåðòîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñß ñèíãóëßðíîåBýëëèïòè÷åñêîå óðàâ-
íåíèå (5).
Â §1 ñòðîßòñß ôóíäàìåíòàëüíûå ðåøåíèß óðàâíåíèß (5).
Â §2 âûâîäßòñß ïåðâàß è âòîðàß ôîðìóëû Ãðèíà äëß îïåðàòîðà TB.
Äàþòñß èíòåãðàëüíûå ïðåäñòàâëåíèß ðåøåíèé óðàâíåíèß (5).
Â §3 èçó÷àþòñß íåêîòîðûå ñâîéñòâà ðåøåíèé óðàâíåíèß (5), â òîì ÷èñ-
ëå äîêàçûâàþòñß òåîðåìû î ïðèíöèïå ìàêñèìóìà è ëîêàëüíîì ïðèíöèïå
ýêñòðåìóìà.
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Â §4 äàþòñß ïîñòàíîâêè îñíîâíûõ êðàåâûõ çàäà÷ äëß óðàâíåíèß (5) è
äîêàçûâàåòñß åäèíñòâåííîñòü èõ ðåøåíèé. Ñòàâßòñß ñëåäóþùèå êðàåâûå
çàäà÷è.
Âíóòðåííßß çàäà÷à Äèðèõëå (Çàäà÷à Di). Òðåáóåòñß íàéòè ôóíê-
öèþ u(x), óäîâëåòâîðßþùóþ óñëîâèßì:





TB [u(x)] = 0, x ∈ Ω,
u (x) = o (1) ïðè xp → 0,
u |Γ = ϕ(ξ) , ξ ∈ Γ, ϕ(ξ) ∈ C (Γ) .
Âíåøíßß çàäà÷à Äèðèõëå (Çàäà÷à De). Òðåáóåòñß íàéòè ôóíêöèþ
u(x), óäîâëåòâîðßþùóþ óñëîâèßì:





TB [u(x)] = 0, x ∈ Ωe,
u(x) = o(1) ïðè xp → 0,






ïðè |x| → ∞, γ = p+ k,




x2i , n  âíåøíßß íîðìàëü ê ãðàíèöå Γ.
Âíóòðåííßß çàäà÷à Íåéìàíà (Çàäà÷à Ni). Òðåáóåòñß íàéòè ôóíê-
öèþ u(x), óäîâëåòâîðßþùóþ óñëîâèßì:





TB [u(x)] = 0, x ∈ Ω,
u(x) = o(1) ïðè xp → 0,
∂u
∂n
|Γ = ψ(ξ) , ξ ∈ Γ, ψ(ξ) ∈ C (Γ) .
Âíåøíßß çàäà÷à Íåéìàíà (Çàäà÷à Ne). Òðåáóåòñß íàéòè ôóíêöèþ
u(x), óäîâëåòâîðßþùóþ óñëîâèßì:





TB [u(x)] = 0, x ∈ Ωe,
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u(x) = o(1) ïðè xp → 0,






ïðè |x| → ∞,
∂u
∂n
|Γ = ψ(ξ) , ξ ∈ Γ, ψ(ξ) ∈ C (Γ) .
Âíóòðåííßß çàäà÷à DE (Çàäà÷à DEi). Òðåáóåòñß íàéòè ôóíêöèþ
u(x), óäîâëåòâîðßþùóþ óñëîâèßì:









= o (1) ïðè xp → 0,
u |Γ = ϕ(ξ) , ϕ(ξ) ∈ C (Γ) .
Âíåøíßß çàäà÷à DE (Çàäà÷à DEe). Òðåáóåòñß íàéòè ôóíêöèþ
u(x), óäîâëåòâîðßþùóþ óñëîâèßì:









= o (1) ïðè xp → 0,
u = o (1) ïðè |x| → ∞,
u |Γ = ϕ(ξ) , ϕ(ξ) ∈ C (Γ) .
Â §5 ñ ïîìîùüþ ôóíäàìåíòàëüíûõ ðåøåíèé E(x;x0) è E1(x;x0) óðàâíå-























Èçó÷àþòñß ñâîéñòâà ýòèõ ïîòåíöèàëîâ è, â ÷àñòíîñòè, äîêàçûâàþòñß
òåîðåìû î ïðåäåëüíîì çíà÷åíèè ïîòåíöèàëîâ íà ãðàíèöå Γ îáëàñòè Ω.
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Òåîðåìà 19. Ïóñòü Γ  ïîâåðõíîñòü Ëßïóíîâà è îáðàçóåò ñ ãèïåð-
ïëîñêîñòßìè xp−1 = 0 è xp = 0 ïðßìûå óãëû. Òîãäà ïðè ν ∈ C(Γ) èìåþò








ãäå Wi(x0) è We(x0) îçíà÷àþò ïðåäåëüíûå çíà÷åíèß ïîòåíöèàëà W (x) â
òî÷êå x0 ∈ Γ ïðè x→ x0 ñîîòâåòñòâåííî èçíóòðè è èçâíå ãðàíèöû Γ, à
W (x0)  ïðßìîå çíà÷åíèå ïîòåíöèàëà W (x) â òî÷êå x0 ∈ Γ.
Òåîðåìà 20. Ïóñòü Γ- ïîâåðõíîñòü Ëßïóíîâà è îáðàçóåò ñ ãèïåð-
ïëîñêîñòßìè xp−1 = 0 è xp = 0 ïðßìûå óãëû. Òîãäà ïðè µ ∈ C(Γ) èìåþò



































 ïðåäåëüíûå çíà÷åíèß ïðîèçâîäíîé ïîòåíöèàëà
ïðîñòîãî ñëîß ïî íîðìàëè n â òî÷êå x0 ∈ Γ ñîîòâåòñòâåííî èçíóòðè
è èçâíå ãðàíèöû Γ, µ0 = µ(x0), à
∂V (x0)
∂nx0
 ïðßìîå çíà÷åíèå íîðìàëüíîé
ïðîèçâîäíîé ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîß.
Òåîðåìà 21. Ïóñòü Γ  ïîâåðõíîñòü Ëßïóíîâà, îáðàçóþùàß ñ ãèïåð-
ïëîñêîñòßìè xp−1 = 0 è xp = 0 ïðßìûå óãëû. Òîãäà åñëè ν (ξ) ∈ C(Γ), òî








ãäå W1i(x0) è W1e(x0) îçíà÷àþò ïðåäåëüíûå çíà÷åíèß ïîòåíöèàëà W1(x)
â òî÷êå x0 ∈ Γ ïðè x → x0 ñîîòâåòñòâåííî èçíóòðè è èçâíå ãðàíèöû
Γ, W1(x0)  ïðßìîå çíà÷åíèå ïîòåíöèàëà W1(x) â ôèêñèðîâàííîé òî÷êå
x0 ∈ Γ, ν0 = ν(x0).
Â §6 ïîñòàâëåííûå êðàåâûå çàäà÷è ñâîäßòñß ê èíòåãðàëüíûì óðàâíå-
íèßì Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà.
Â §7 ïðîâîäèòñß èññëåäîâàíèå ïîëó÷åííûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé,
äîêàçûâàåòñß îäíîçíà÷íàß ðàçðåøèìîñòü ïîñòàâëåííûõ êðàåâûõ çàäà÷.
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Òåîðåìà 22. Åñëè Γ  ïîâåðõíîñòü Ëßïóíîâà è îáðàçóåò ñ ãèïåð-
ïëîñêîñòßìè xp−1 = 0 è xp = 0 ïðßìûå óãëû, òî çàäà÷à Di äëß ýòîé
ïîâåðõíîñòè ðàçðåøèìà ïðè ëþáûõ íåïðåðûâíûõ ãðàíè÷íûõ äàííûõ è ðå-
øåíèå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîß.
Òåîðåìà 23. Åñëè Γ  ïîâåðõíîñòü Ëßïóíîâà è îáðàçóåò ñ ãèïåð-
ïëîñêîñòßìè xp−1 = 0 è xp = 0 ïðßìûå óãëû, òî çàäà÷à Ne äëß ýòîé
ïîâåðõíîñòè ðàçðåøèìà ïðè ëþáûõ íåïðåðûâíûõ ãðàíè÷íûõ äàííûõ è ðå-
øåíèå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîß.
Òåðåìà 24. Åñëè Γ  ïîâåðõíîñòü Ëßïóíîâà è îáðàçóåò ñ ãèïåðïëîñ-




p dξ = 0,
òî çàäà÷à Ni äëß ýòîé ïîâåðõíîñòè ðàçðåøèìà ïðè ëþáûõ íåïðåðûâíûõ
ãðàíè÷íûõ äàííûõ è ðåøåíèå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïîòåíöèàëà
ïðîñòîãî ñëîß.
Òåðåìà 25. Åñëè Γ  ïîâåðõíîñòü Ëßïóíîâà è îáðàçóåò ñ ãèïåðïëîñ-
êîñòßìè xp−1 = 0 è xp = 0 ïðßìûå óãëû, òî çàäà÷à De îäíîçíà÷íî ðàçðå-


















Òåðåìà 26. Åñëè Γ  ïîâåðõíîñòü Ëßïóíîâà è îáðàçóåò ñ ãèïåðïëîñ-
êîñòßìè xp−1 = 0 è xp = 0 ïðßìûå óãëû, òî çàäà÷à DEi äëß ïîâåðõíîñòè
Γ ðàçðåøèìà ïðè ϕ (x) ∈ C (Γ) è ðåøåíèå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîß.
Â çàêëþ÷åíèå âûðàæàþ ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü ìîåìó íàó÷íîìó ðó-
êîâîäèòåëþ, çàñëóæåííîìó äåßòåëþ íàóêè ÐÒ Ô.Ã. Ìóõëèñîâó çà ïîìîùü
è ñîâåòû, êîòîðûå îí îêàçûâàë ìíå â ïåðèîä íàïèñàíèß äàííîé ðàáîòû.
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